TEOREMA DE BOLZANO:

Probar que la ecuaciéon x3 - 4x - 2 = 0 tiene alguna raiz real, aproximando su valor
hasta las décimas.

Consideramos la funcion f(x) = x3 - 4x - 2 la cual es continua por ser polindmica.
Tanteando, tenemos que f2)=-2 y f(3) =13

Es decir, tenemos una funcion continua en el intervalo [2, 3] donde signo de f(2) +
signo de f(3) .

Por lo tanto, por el Teorema de Bolzano, existe un ¢ € [2, 3] tal que f(c) = 0.
Para aproximar la solucion a la décima seguimos tanteando: f(2,2) = -

0,152 y f(2,3) = 0,967

Tememos una funcion cotinua en el intervalo [2,2, 2,3] donde signo de f(2,2) +
signo de f(2,3) .

Es decir, existe un c € [2,2, 2,3] talque f(c)=0.

SELECTIVIDAD
Determinar si el polinomio x4 -4x2-1 tiene alguna raiz real negativa.
Consideremos la funcion:  f(x) = x4 - 4x2 - 1

Vamos a intentar aplicar el teorema de Bolzano para encontrar una raiz negativa del
polinomio, es decir, para encontrar un valor de ¢ < 0 que cumpla que f(c)=0.

La funcion f es continua entodo R por ser polindmica.

Tanteando con valores negativos, tenemos que:

f(-4)=191>0

f-1)=-4<0

Por lo tanto, por el Teorema de Bolzano, existe un c € [-4, -1] tal que f(c)=0.

La funcion se anula en algun punto del intervalo (-4, -1), por lo que el polinomio
tiene una raiz negativa en dicho intervalo.



SELECTIVIDAD

Sea la funcion

2 .
—x" + < x <
f(x) X 1 si 0<x <2
x —1 si 2=x <3

ies continua?
Prueba que existe ce€ [0, 3] talque f(c)=0. ;Contradice el teorema de Bolzano?

Las funciones que definen la funcién f son polindmicas, luego son continuas para
cualquier valor de la recta real, y en particular en lo son en el intervalo [0, 3].

El Unico valor en el que puede haber problema es en el de abscisa x = 2 . Estudiemos
la continuidad de f en dicho punto:

fQ)=-22+1=-3

lim f(x)= lim -x"+1=-3
=2 x—=2

lim f(x)= lim x-1=1
x— 2t x— 2t

Como los limites laterales no coinciden la funcion f no es continuaenx = 2.

Puesto que la funcion f no es continua en todo el intervalo [0, 3], no podemos
aplicar el teorema de Bolzano.

Sin embargo, podemos encontrarun c € [0, 3] tal que f(c) = 0. Por ejemplo:
Si c=1¢€]0, 3] > f)=-12+1=0

Esto no contradice el teorema. El que no se cumplan las condiciones del teorema de
Bolzano no significa que no exista un valor de ¢ en el que la funcién se anule.

SELECTIVIDAD

iPuede asegurarse, utilizando el teorema de Bolzano, que la funcién f(x) = tg x tiene
unaraiz en el intervalo [1T/4, 311/4] ?

Razona la respuesta



Sabemos que la funcién tangente no esta definida en x =1m/2, vy T/2 € [1/4,
31r/4].

Por tanto, la funcion f no es continua en todos los puntos del intervalo [11/4, 311/4] .

Como no cumple una de las condiciones del teorema de Bolzano, no podemos aplicarlo
y asegurar que existe ceg[m/4, 31r/4] tal que f(c) = 0.

Es decir, no podemos asegurar que f tengaunaraizen [1m/4, 31/4].
SELECTIVIDAD

La funciéon f se define en [-1, 1] del siguiente modo: vale -1 si x <0 vy
vale 2x3-1 si x>0.

Explica si f verifica el teorema de Bolzano.

La funcion que nos describen es:

f[) -1 q4 x =0 [1.1]
X|= en [-1,
2x% — 1 gi x>0

Las funciones que definen la funcion f son polindmicas, luego son continuas para
cualquier valor de la recta real , en particular en el intervalo [-1, 1].

El Unico valor en el que puede haber problema es en el de abscisa x = 0. Estudiemos
la continuidad de f en dicho punto:

f(0) = - 1

lim f{x)= lim -1=-1

x—= 0 r—=0

lim f(x)= lim 2x’ - 1= -1

x—=0F r—=0F

Como los limites laterales coinciden tenemos que:

lim f(x)= -1

x—=0

Se cumple la condicion de continuidad en x =0 :



lim f(x) = -1=£(0]

i—= 0

Por tanto, la funcién es continua en x = 0, por lo que es continua en todo el
intervalo [-1,1].

Comprobamos que en los puntos x = -1 y x = 1 el signo de la funcién es
distinto:

f-1)=-1<0

f1)=2-12-1=1>0

Por tanto, la funcion f verifica el teorema de Bolzanoen [-1, 1].
SELECTIVIDAD

Probar que la ecuacién x = cos x tiene solucion positiva.
Consideremos la funcion: f(x) = x - cos x

f(x) es continua entodo R puesto que es la suma de dos funciones continuas en
todo R , porlo que es continua en el intervalo [0, 1].

Ademas, tenemos que:

fO)=0-cos0=0-1=-1<0

f(0) =1 -cos 1 1-0,54=0,46 >0

Segun el teorema de Bolzano, existe un c € (0, 1) talque f(c)=0
Por lo tanto se demuestra que la ecuacion tiene al menos una solucion positiva.
SELECTIVIDAD
Enuncia el teorema de Bolzano. Aplicalo para demostrar que la ecuaciéon 2x-1=1 +
(1 + x)2 tiene al menos una solucion, determinando un intervalo (a , b) con a

€R, beR y a<b, enelcual se encuentre dicha solucion.

Teorema de Bolzano: Si una funcién es continua en un intervalo cerrado [a,
b] y signo f(a) + signo f(b) , entonces existe un c € [a, b] talque f(c)=0.

Vamos a escribir la ecuaciéon en forma de una funcion dependiente de la variable x :

2x-1=1+(0+x2 < 1+ +x)2-2x"1=0



Consideremos pues la funcién: f(x) =1 + (1 + x)2 - 2x-1
La funcion f es continua en todo R por ser suma de funciones continuas:
X — 1+0+x)2 continua por ser polinédmica
X — 2x-1 continua por ser exponencial
Observamos que es dificil encontrar dos numeros a,b € R tales que signo
f(a)+signo f(b) , asi que vamos a calcular los limites en los extremos de la funcion, es

decir, en o :

Calculando los limites por separado tenemos que:

lim 1+ (1+x)’= lim 1+(1 - x)°=+w

K—s —0 F— too

) - ) —a— ) 1

lim -2 '= lim —27% = lim - — =
X— —w ¥— teo X— twm 2X+1
Luego:

. . 2 1

lim f[x)=11m 1+[1—x)——=+c>o
K—» —m X—» tw g 1
Por otro lado:

lim 1+ (1+x)°= +« lim — 2%~ 1= _
x— +co x— +co

Y por comparacién de infinitos (un infinito exponencial es mayor que el infinito de un
polinomio) se tiene que:

lim f(g)= lim 1+(1+x)-2""1=_«
f— T F— oo

Como el limite de f en -o tiene distinto signo que el limite de f en +o |
podemos aplicar el teorema de Bolzano.

Por tanto, existe al menos un numero real c € R tal que f(c) = 0, es decir, es
solucién de la ecuacion del enunciado.

Vamos a intentar encontrar un intervalo que contenga a dicho ceR.



f(7)=1+8-26=1>0
f8 =1+81-27=-46 <0

Luego ce (7, 38).

Probar que la funcién f(x) = x + sen x — 1 es continua para toda R y
probar que existe al menos una raiz real de la ecuacién x + sen x — 1 =
0.

Probar que la funcion f(x) = x + sen x — 1 es continua para toda R y
probar que existe al menos una raiz real de la ecuacion x + sen x — 1 =
0.

La funcién es continua por ser la suma de funciones continuas.
f(0O)=0+sen0—-1=-1<0.
f(r/2) =m/2 + senT/2 -1=mm/2 > 0.

Por cumplirse el teorema de Bolzano, podemos afirmar que al menos
existe un valor c que pertenece al intervalo (o, 1/2) tal que:

fc)=0c+senc—-1=0

Por tanto existe al menos una solucidn real a la ecuacién x + sen x — 1
= 0.

Sean f y g dos funciones continuas en [a, b] y tales que f(a) > g(a) y f(b)
< g(b). Demostrar que 3 c € (a, b) tal que f(c) = g(c).

Sean f y g dos funciones continuas en [a, b] y tales que f(a) > g(a) y f(b)

< g(b). Demostrar que 3 c € (a, b) tal que f(c) = g(c).
Sea la funcién A definida por h(x) = f(x) — g(x).

Por ser continuas f y g en [a, b], la funcién h también lo es.



f(a) > g(a) h(a) = f(a) — g(a) > 0

f(b) < g(b) h(b) = f(b) — g(b) < 0.

Por cumplirse las tres propiedades anteriores segun el teorema de
Bolzano, existe c € (a, b) tal que:

h(c) = 0 f(c) — g(c) = 0 f(c) = g(c)

TEOREMA DE LOS VALORES INTERMEDIOS:

SELECTIVIDAD

Dadas las funciones f(x) = x-sen x y g(x) = In x justifica que existe un
punto del intervalo [2, 3] donde ambas funciones toman el mismo valor.

Consideremos la funcion: h(x) = x-sen x - In x

f(x) es continuaentodo R y g(x) loesen (0, +o) , porloque h(x) es
continua en el intervalo [2, 3].

Ademas, tenemos que:
h2) =1,12>0
h(3) =-0,67 <0
Segun el teorema de Bolzano, existe un c € (2,3) talque h(c)=0
Es decir, h(c)=f(c)-g(c)=0 = f(c) =g(0)
Por lo tanto las funciones f(x) y g(x) se cortan en algin punto de dicho intervalo.
SELECTIVIDAD

Demostrar que las funciones f(x) = ex 'y g(x)= 1/x se cortan en algln
punto x > 0:

Consideremos la funcion: h(x) = ex - 1/x

f(x) es continuaentodo R y g(x) en R -{0} , porlo que h(x) es continua
en R -{0}.

Ademas, tenemos que:



h(0,5) = -0,35<0
h(1) =1,72 >0
Segun el teorema de Bolzano, existe un c € (0,5, 1) talque h(c)=0
Es decir, h(@)=f(c)-g(c)=0 = f(c) =g(c)
Por lo tanto las funciones f(x) y g(x) se cortan en algin punto de dicho intervalo.
SELECTIVIDAD

Demostrar que las funciones f(x) =Inx y g(x)= ex se cortan en algin
punto y localizarlo aproximadamente:

Consideremos la funciéon: h(x) = In x - e

f(x) es continua en (0, +) y g(x) en R, por lo que h(x) es continua
en (0, +o).

Ademas, tenemos que:
h(1)=In1-e17=0-1/e<00
h(e)=lne-ee=1-1/ee>01,72>0
Segun el teorema de Bolzano, existe un c € (1,e) talque h(c)=0
Es decir, h(c)=f(c)-g(c)=0 = f(c) = g(c)

Por lo tanto las funciones f(x) y g(x) se cortan en alglin punto de dicho intervalo.

TEOREMA DE WEIERSTRASS:

SELECTIVIDAD

Demostrar que la siguiente funciéon alcanza maximo y minimo absolutos en el
intervalo [-1, 1] vy calcularlos.

()=

El denominador de la funcion no se anula para ningun valor de x puesto que 1 +
x2>1.



Por lo tanto, la funcion es continua en el intervalo [-1, 1].

Aplicando el teorema de Wierstrass (o teorema del maximo-minimo), la funcion
alcanza maximo y minimo absolutos en ese intervalo.

Para calcular los maximos y los minimos de la funciéon estudiamos entre que valores
oscila la funcion para el intervalo dado.

o = 0 = x= = — | <= |1 +x- = 2

= 1l 2 —— = =

I
2

Es decir, el valor minimo de la funcién es 1/2 vy el valor maximo 1.

Para calcular en que puntos se alcanzan el minimo y el maximo, resolvemos las
siguiente igualdades:

Por lo tanto la funcién alcanza un maximo absoluto en el punto (0, 1) y el minimo
absoluto lo alcanza en los puntos (-1,1/2) y (1,1/2).

Dada la funcién f(x) = x3, estudiar si esta acotada superiormente e
inferiormente en el intervalo [1, 5] e indica si alcanza sus valores
maximos y minimos.

Dada la funcién f(x) = x3, estudiar si esta acotada superiormente e
inferiormente en el intervalo [1, 5] e indica si alcanza sus valores

maximos y minimos.

La funcion es continua en el intervalo [1, 5], como consecuencia
podemos afirmar que esta acotada en dicho intervalo.



Por ser continua en el intervalo [1, 5] se cumple el teorema de
Weierstrass, que afirma que se alcanza al menos un maximo y un
minimo absolutos en el intervalo [1, 5].



